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Bilder als Funktion s ’
rundlagen der

zweier reeller Variablen Bildverarbeitung

® Annahme:
o integrierbar
o Fourier-transformierbar
ox,y20

® I(x, y) := Funktion der beiden reellen (Orts-) Variablen x und y,
wobei gilt:
0 0<x<L-1mitL IR
o0 0<y<R-1mitR €lR und
0 gmin SI(X, y) <gmax Mit g; := Grauwerte

: Mediz. BV, Rainer Herpers, WS 2006/07
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| = Intensitat
L = Lange einer Zeile (analog) in der gewahlten Einheit
R = Lange einer Spalte (analog) in der gewahlten Einheit
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Belsp iel: Grundlagen der
Bild als Funktion zweier Variablen Bildverarbeitung

fixy)=x+y

Diskretisierung

© 2014-21 Bildstatistik 3

Die Diskretisierung (durch Abtastung und Quantisierung) einer
kontinuierlichen 2D-Intensitatsfunktion flhrt zu einem gerasterten
(digitalen) Bild mit ,Pixeln®, die jeweils eine bestimmte relative Position
im Bild haben (ganzzahlige Indizes horizontal und vertikal) sowie eine
bestimmte (einheitliche, rechteckige aber nicht notwendigerweise
quadratische) Flachenausdehnung und einen fir jeweils diese Flache
reprasentativen Inensitatswert (was i.d.R. der ,Helligkeit“ des
jeweiligen Farb- bzw. Grauwertkanals entspricht).
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Bilder als Funktion s
rundlagen der

zweier diskreter Variablen Bildverarbeitung
® Digitalisierung

o Rasterung des Ortsbereichs
o Quantisierung der Grauwerte

» Grauwerte eines Bildes liegen nur an bestimmten diskreten
Stellen (x, y) vor.

® I(x, y) := Funktion der beiden diskreten (Orts-)Variablen x und y,
wobei gilt:
0 0<x<L-1mitL eIN
o 0<y<R-1mitR €IN und
° Emin Si(x’ _)/') ngax

® Bei Quantisierung der Grauwerte g gilt:
i(x,y) G mit G :={z,, ..., z,}, k €eIN
: Mediz. BV, Rainer Herpers, WS 2006/07
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Die mathematische Beschreibung der Diskretisierung von Bildern
Ubertragt die allgemeine, analoge Intensitatsfunktion | der
kontinuierlichen Ortskoordinaten (x,y) auf die ,Grauwertfunktion® i(x,y)
im Wertebereich G der quantisierten erlaubten Grauwerte (bezogen
auf eine einfarbige Intensitatsskala).
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Mathematische Beschreibung r——

von Bllddaten Bildverarbeitung

® Deterministisch:
o Bilder als ortsabhangige Funktion
o (Pixel-)Intensitaten als diskrete Funktionswerte

® Statistisch:
® [nterpretation der Grauwerte i(x, y)

als Realisation einer Zufallsvariablen Z
o (= i.d.R. Vernachlassigung der Anordnung im kartesischen
Koordinatensystem)

© 2014-21 Bildstatistik 6

Eine mathematische Beschreibung kann
entweder deterministisch uber eine
Ortsfunktion erfolgen oder statistisch durch
Betrachtung regionaler oder globaler
Bildeigenschaften in der Gesamtheit.
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Statistische Betrachtung ne——
von (diskreten) Grauwertbildern Bildverarbeitung

Mathematisches Modell eines Grauwertbildes

G =l {10 102 s .,255} * Grauwertmenge (8 bit)
S = (s(x,y)) « Bildmatrix des Grauwertbildes
x = 0,1;2;.;L-1 » L Bildzeilen (Lines)
y =0,1,2,..,R-1 * R Bildspalten (Rows)
(x,y) * Ortskoordinaten eines Bildpunktes
s(x,y) = g €G * Grauwert des Bildpunktes

:med. BV Heisenberg, 2013, mod.

©2014-19 Bildstatistik 7
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Intensitatsstatistik s
rundlagen der

in Grauwertbildern Bildverarbeitung

@ Mittlerer Grauwert
> durchschnittliche Helligkeit
L-1 R-

_ZZ xy mit M =L*R

x=0 y=0 + L Bildzeilen

- R Bildspalt
® Quadratische Abweichung FESpEItCH

-> Bilddynamik
| Lzl Rl 2
q, = ﬁz Y (s(x,)-m,)
XZO y:O :med. BV Heisenberg, 2013, mod.
© 2019 Bildstatistik 8

M = Anzahl der Bildpunkte
L = Anzahl der Bildzeilen
R = Anzahl der Bildspalten

(x,y) = Position eines Pixels
s(x,y) = Grauwert eines Pixels an Position (x,y)
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Grundlagen der

als uberlagerte Schwingungen  Bildverarbeitung

Bilder kdnnen auch aufgefasst werden als:
® Linearkombination einfacher,

2-dimensionaler Basisfunktionen (in x und y)
o (z.B. trigonometrische Funktionen: sin, cos, etc.)

» Bild im mathematischen Modell als
kontinuierliche Funktion f: R2— R

©2019-21 Bildstatistik 9

Die Intensitatsverteilung in einem Bild (vereinfachend als
Helligkeitsverteilung in einem Grauwertbild zu dargestellt) Iasst sich
verstehen als eine 2-dimensionale Uberlagerung mehrerer
periodischer (z.B. sin) Helligkeitsfunktionen, deren Interferenz die

Helligkeit an jedem Ort innerhalb des Bildes (d.h. die Helligkeit jedes
Pixels) erzeugt.

(vgl. Fourier et al.)
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Transformation zwischen s
rundlagen der

Datenréu men Bildverarbeitung

® Information aus einer Domane
wird in einer anderen ausgedruckt.

® Beispiel:
o AV-Signale als kontinuierliche Funktion der Zeit oder des
Ortes werden als Spektrum von Frequenzen dargestellt.
o Wiederkehrende Signalfolgen fihren zu diskreten Spektren.

I Bsp.: Das Frequenzspektrum eines Klavierkonzerts
reproduziert die gespielten Noten — aber nicht deren
Reihenfolge.

o Je geringer die Zahl verschiedener Frequenzen, desto grél3er
die Mdglichkeit zur Kompression.

©2019 Bildstatistik 10

s.0.: Forderung der Integrierbarkeit und Fourier-Transformierbarkeit (bzw.
erstere als Voraussetzung flr letztere)
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Transformationen s
. . _rundlagen_der
vom Zelt- N den Frequenzraum Bildverarbeitung

Laplace-Transformation fiir f{z)

Quelle: http://www.sosmath.com/diffeq/laplace/basic/basic.html

Fourier-Transformation fir £(z)

Quelle: http://astronomy.swin.edu.au/~pbourke/analysis/dft/

g . ’ = sy 2N~ s XTI I ere
1D Diskrete Cosinus-Transformation fur f(z) @) =1 | »  f(i.cos [2 w (28 +1)| F(8)
Quelle: http://www.cs.cf.ac.uk/Dave/Multimedia/node231.html VS e - °
2D DCT (NxM) fiir /() {Bilder;}
Quelle: http://www.cs.cf.ac.uk/Dave/Multimedia/node231.html
IR £ LN 2 D L Eu- Y 77 "SRR U T SR SO
Flu,v) = l"‘“’i | ) ‘):(; )_‘; 8(E)A(f)cos [2’}‘)‘(2: + 1;‘ cos [2”'_/{ (24 + 1;‘ JF(8,4)
©2014 Bildstatistik 1

DFT (Diskrete Fourier-Transformation)
e diskrete Frequenzen
e komplexe Zahlen

FFT (Fast Fourier Transform)

e Dbeschleunigter FT-Algorithmus

e Cooley & Tukey, 1965

e Voraussetzung: Anzahl der Einzelwerte ist ein Vielfaches von 2
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Fourier-Transformation Grundlagen der

Bildverarbeitung

® Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 — 1830)
® franzdsischer Mathematiker und Physiker
® Fourier-Transformation

o eine Integraltransformation, die einer Funktion
f(t) inre Fourier-Transformierte (Spektralfunktion,
Frequenzspektrum) F(w) in Form des Fourier-Integrals
zuordnet.
[https://www.spektrum.de/lexikon/physik/fourier-transformation/5243 (1998), Zugriff 12.04.2019]

® Anwendung:

o Fourier-Analyse

1 Zerlegung eines (ggf.) aperiodischen Signals in, einander tUberlagernde
(interferierende), periodische Komponenten (sin, cos)

o Fourier-Synthese
| Rilcktransformation

)= ﬁj’:,/u)e“‘&

SS 2019 Bilderzeugung 12
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Fouriertransformation P——
(Komposition) Bildverarbeitung

1
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Bildguelle: TUM MRI

©2014-21 Bildstatistik 14

Die Fouriertransformation beschreibt die Komposition (Synthese) bzw. die
Dekomposition (Analyse) einer periodischen Funktion durch
Uberlagerung mehrerer periodischer Teilfunktionen, die sich in
Frequenz und Amplitude unterscheiden.

[Graustufen-Darstellung der Sinuskurven berechnet mit Python
(matplotlib, numpy, pillow), wh 2021}

12
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Grundlagen der

Fouriertransformation

(Beispiele) Bildverarbeitung
H ” \_ H i
Signal 1 Zeit (ms) FT von Signal 1 Frequenz (Hz)
©2019 Bildstatistik 15

Die Abbildung oben links zeigt die Uberlagerung von vier
Sinusschwingungen identischer Amplitude, aber unterschiedlicher
Frequenz Uber den gesamten betrachteten Ortsraum.

Die Abbildung darunter zeigt dieselben Sinusfunktionen. Allerdings

Uberlagern sie einander nicht, da an jeder Position nur eine davon gilt.

An definierten Positionen andert sich die Frequenz des Signals zu
einer hoheren Frequenz.

Jeweils rechts daneben ist das zugehdrige Frequenzspektrum (FT-
Diagramm) abgebildet, wie es aus der Fourier-Transformation
hervorgeht.

Das untere FT-Diagramm zeigt sich deutlich starker verrauscht als das

obere, weil Frequenzen nicht punktweise festgestellt werden, sondern

immer nur Uber einen bestimmten Abschnitt hinweg ermittelt werden
konnen. Um die Positionen des Frequenzwechsels herum ergeben
sich daher im unteren Fall Mischfrequenzen, welche die scharfen
Frequenzpeaks gegenluber dem oberen Beispiel verfalschen.

13
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H istog ramm Grundlagen der

Bildverarbeitung

® Relative Haufigkeiten von Grauwerten h,(g)

bzw. Grauwertintervallen
® Funktion h: g —IN,
o Indizierung der Histogrammzellen und ...
o Berechnung der relativen Haufigkeiten
von Intensitatswerten

[
0 255
Count: 16000 Min: 0
Mean: 75.728 Max: 252
StdDev: 61.529 Mode: 7 (656)
© 2019 Bildstatistik 17

h = Histogrammfunktion

g = Grauwerte

-> Abbildung auf natlrliche Zahlen (diskret, positiv)

Grauwerte als diskretisierte Grauwertintervalle (bzgl. Kontinuierlicher
Intensitatsfunktion)

14
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HiStog ramm formal Grundlagen der

Bildverarbeitung

Fiir ein Bild I(u,v) € [0, K — hhit K Intensititswerten gilt:
h(i) = Anzahl Pixel von I mit Intensitatswert i, 0 <i < K

oder formal ~ h(i) = [{(u,v)|I(u,v) = i}|

10 Pixe! mit Intensitdtswert 3

10 h

S [1,: W\ AL

0012345678 9101112131415°

iy (of2[w0fofofo]s]7]3]e]1]e]3]6]3]2

01 2 3 45678 9101112131415

Bildquelle: Burger : GBV Mannuf/Kahl, 2006/12, mod.

©2014 Bildstatistik 18

K = Anzahl der Intensitatswerte

15
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Histogramm: Beispiel Grundlagen der

Bildverarbeitung

Versténdnisfrage:
Kann man aus einem Bildhistogramm ein Bild rekonstruieren?

.

g g

T T
0 256 0

© 2014-21 Bildstatistik 19

Da Histogramme nur Haufigkeiten zahlen,
erzeugen zwei diskrete Bilder, bei denen
nur einzelne Pixelpositionen vertauscht
sind, identische Histogramme.

16
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Interpretation von Histogrammen: ’

Grundlagen der

Belichtungsfehler Bildverarbeitung
Unterbelichtung  Uberbelichtung korrekt
' y >
B L
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Quelle: GBV Mannuf/Kahl, 2006/12, mod.

©2014 Bildstatistik 20
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Interpretation von Histogrammen: s
rundlagen der
Dynam ik Bildverarbeitung

® Anzahl genutzter Intensitatswerte in einem Bild
® Dynamik kann nicht vergrof3ert werden.

Quelle: GBV MannuR/Kahl, 2006/12, mod.

©2014 Bildstatistik 21
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Interpretation von Histogrammen:  _
rundlagen der
Kontrast Bildverarbeitung

Genutzter Wertebereich i € [Glow, Ahigh]
® als Mal} fur Kontrast

® ideal: ;¢ [0, K — 1]

® Kontrast kann modifiziert werden.

Quelle: GBV MannuR/Kahl, 2006/12, mod.

©2014 Bildstatistik 22
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Histogramm-Operationen: s
. _rundlagen_der
(Kontl’aSt-)Sprelzu ng Bildverarbeitung

Abbildung des Grauwertbereichs des Bildes  [aiow, afhigh]
® auf einen beliebigen Bereich [b;,,,, bhigh)
®zB. [0,K —1] !

high 7

a

a
low nigh

(bhigh - blow) )
(ahigh - alow)

(Z - alow); Giow S 15 Qhigh
: GBV Mannuf/Kahl, 2006/12, mod.

inew - blow +

©2014 Bildstatistik 23

a: alte Grauwerte
b: neue Grauwerte

Uber-Spreizung durch Falschfarben méglich!




O . Hochschule
Bonn-Rhein-Sieg

Automatische S
rundlagen der
Ko ntrastanpassung Bildverarbeitung

Spreizen des Graumwertbereichs des Bildes auf [0, 255]

f(9) = (9 — Giow)

255

(ghigh, - glow)

Ghighy Glow
= maximaler und minimaler Grauwert des betrachteten Bildes

©2014 Bildstatistik 24
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Falschfarben

® Uber-Spreizung
® 8bit-Graustufen

o 256 verschiedene Grauwerte
o mehr als wahrnehmbar

® 24bit-Farbstufen
o ca. 16 Mio. Abstufungen

o auch mehr als wahrnehmbar, aber
bessere Unterscheidbarkeit als
Graustufen - hohere Auflésung

o Achtung: Helligkeitsunterschiede

o Achtung: Ambivalenz bei
SchlieRen des Farbkreises

©2014-16 Bildstatistik
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Bonn-Rhein-Sieg
Grundlagen der
Bildverarbeitung
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- Ubungsaufgabe dazu!

Abb: Farbwahl-Dialog GIMP 2.8.10

22



O . Hochschule
Bonn-Rhein-Sieg

Grauwert-Spreizu ng Grundlagen der

Bildverarbeitung

(bhigh - blow) .

(ah‘ b — ay ) (l - alow); Alow S 1 S ahigh
ig ow

Inew = blow 3

Falschfarben

a,,, = 60 Apign = 195 b =0 byign = 255
0

- [ -

255 255

Count: 9000 Min: 60 Count: 9000 Min: 0
Mean: 127.500 Max: 195 Mean: 127.200 Max: 255
StdDev: 43.087 Mode: 60 (900) StdDev: 81.369 Mode: 0 (900)
©2014 Bildstatistik 26

Grauwerte 0 — 255 in 18 Stufen (A=15)
davon beidseitig Werte abgeschnitten a 10 Stufen
gespreizt wieder auf 0 — 255

(Falschfarbenbild leicht getrickst: Gegenlber der automatischen
Berechnung mit Plugin sind die beiden mittleren Griintdne leicht
modifiziert, weil sie sonst nicht zu unterscheiden waren. Grin dominiert
in beiden Fallen stark gegen einen marginalen Rot- bzw. Blau-Wert.)

23
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Histogramm-Operationen: s
rundlagen der
Erwartungswert/Schwerpunkt Blidvsrarbeiting

® Engl.: mean intensity / average intensity

® Schwerpunkt = Erwartungswert =
® der aus Haufigkeit und Intensitat gemittelte Intensitatswert des Bildes =
® der statistisch zu erwartende Intensitatswert an einer beliebigen Position

® Mal fir die Gesamthelligkeit eines Bildes bzw. Bildbereichs
® Ermittlung des Schwerpunkts eines Histogramms

Zh

® Anzahlg; er| BH&Pmt (U,V) = (Breite,Hohe):

K-1

® Anwenduhg’ z.B. Segmentierung, Quantisierung
=0

: GBV Mannuf/Kahl, 2006/12, mod.

©2014-18 Bildstatistik 31
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Histog ramm-Operatlonep. | —
Schwerpunkt (Beispiel) Blldvsraristiung

h(i)

1 5
lg = ——— h(i)1
zif;lh(z'); “

1
=(2:14+4:3+1:443:5+5-7)
= 4,53~ 5
elle: Ehrhardt: Einflihrung in die Digitale Bildverarbeitung

©2019 Bildstatistik 32

h(i) = Haufigkeit der Intensitat i (entspricht einem best. Grauwert)

25
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Histogramm-Operationen: —

Varianz & Standardabweichung Bildverarbeitung

® Varianz (variance) ® Standardabweichung
= mittlere quadratische (standard deviation)
Abweichung = Wurzel aus Varianz
® Mal fur Schwankung der @ Betrag statistisch
Intensitatswerte um den signifikanter Schwankung
Intensitats-Schwerpunkt in beide Richtungen
1 K—1
2 . . \2 . 2
07 = =i~ > (i —is)?h(i) 0i =4/ 0;
>imo N() im0
: GBV Mannuf/Kahl, 2006/12, mod.
©2014-18 Bildstatistik 33

StdAbw = Standardabweichung (Engl.:
standard deviation)

26



Entropie

Maf fir den mittleren
Informationsgehalt () eines

digitalisierten Bildes (wichtig bei der

Bildkompression und Datenreduktion)

Entropie (H) als Mal} flr die mittlere
a priori Unsicherheit pro Bildpunkt

Gemittelte Anzahl der notwendigen Bits
pro Bildpunkt

©2014

d.h. ein Bild mit Entropie H kann
ohne Informationsverlust nicht mit
weniger als H bit pro Bildpunkt kodiert
werden.

Bildstatistik

o . Hochschule
Bonn-Rhein-Sieg
Grundlagen der
Bildverarbeitung

I(g) = -log,(p(g)) [bit]

p(g) = Wahrscheinlichkeit
(rel. Haufigkeit)
eines diskreten
Grauwertes g
(vgl. Histogramm)

i = = ;ixel p(g) *I(g)

in [bit/Grauwert]

255

H = —Z (p,(g)-log, p,(g))

34

In der Informationstheorie spricht man bei Information ebenso von einem

Mal fur beseitigte Unsicherheit. Je mehr Zeichen im Allgemeinen von
einer Quelle empfangen werden, desto mehr Information erhalt man
und gleichzeitig sinkt die Unsicherheit Uber das, was hatte gesendet
werden konnen.

Codierung)

wichtig fur Kompressionsverfahren (z.B. Huffman vs. Arithmetische

27
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E nl_:ro p e u_nd L Grundlagen der
Anisotropie-Koeffizient BllgysTarbe| g

+ Informationsgehalt eines digitalisierten Bildes

- _ ps(g) ist die Wahrscheinlichkeit
I 10g 2 Py (g) (rZzI. Haufigkeit) des Grauwertes g
(vgl. Histogramm)
* Entropie o
g Z (p.(g)-log, p,(g))

* Anisotropiekoeffizient a
k ist der kleinstmdgliche Grauwert, fir den gilt:

k k
-Y (p,(2)-log, p,(2)) Zops(g)zo.s
g=0 g=

H Symmetrische Histogramme - o = 0.5.
Abweichung = zunehmende Asymmetrie.

o=

©2019 Bildstatistik 35

nach G. Heisenberg, SS'13

In der Informationstheorie spricht man bei Information ebenso von einem
Mal fur beseitigte Unsicherheit. Je mehr Zeichen im Allgemeinen von
einer Quelle empfangen werden, desto mehr Information erhalt man
und gleichzeitig sinkt die Unsicherheit Gber das, was hatte gesendet

werden konnen.

28



Kompetenzcheck

@ Bilder als 2D-Funktion
o reell (kontinuierlich) vs. diskret
® Darstellung in Orts- und Frequenzraum
o Fourier-Transformation
® Bildstatistik
o mittl. Intensitat, mittl. quad. Abweichung
o Entropie
® Histogramme
o Auswertung
I Belichtung, Dynamik, Kontrast
o Operationen
I Spreizung, Schwerpunkt (vgl. mittl. Intensitat)
I Varianz (vgl. quad. Abw.), Standardabweichung

©2014 Bildstatistik

O . Hochschule
Bonn-Rhein-Sieg
Grundlagen der
Bildverarbeitung

R RN N
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